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Запропоновано модель оптимального розви-
тку узагальненої динамічної міжгалузевої еко-
номіки з різними видами діяльності (виробни-
чими технологіями). У математичному плані 
модель є задачею оптимального керування, 
де керуваннями виступають споживання, 
валові інвестиції, праця, рівень діяльності 
та кінцевий попит. Проведено її дослідження. 
Оптимальні керування за валовими інвести-
ціями, за споживанням та за робочою силою 
можна визначити одним із числових методів 
розв’язування задач нелінійного програму-
вання. Визначено оптимальний процес.
Ключові слова: модель, узагальнена міжга-
лузева економіка, різні види діяльності, опти-
мальні траєкторії, оптимальні керування.

Предложена модель оптимального раз-
вития обобщенной динамической межо-
траслевой экономики с различными видами 
деятельности (производственными техно-
логиями). В математическом плане модель 
является задачей оптимального управле-
ния, где управлениями выступают потре-
бление, валовые инвестиции, труд, уровень 
деятельности и конечный спрос. Проведено 
ее исследование. Оптимальные управления 

по валовым инвестициями, по потребле-
нию и по рабочей силой можно определить 
одним из численных методов решения задач 
нелинейного программирования. Определен 
оптимальный процесс.
Ключевые слова: модель, обобщенная 
межотраслевая экономика, различные виды 
деятельности, оптимальные траектории, 
оптимальные управления.

The model of optimal growth of a generalized 
dynamic interindustry economics with various 
kinds of activity (production technologies) is 
proposed in the paper. In mathematical terms, 
the model is the task of optimal control. Control 
in model consists of consumption, gross invest-
ment, labour, level of activity and final demand. 
The model was explored. Optimal control of 
gross investment, consumption and labour force 
can be identified as one of the numerical meth-
ods for solving nonlinear programming tasks. 
The optimal process is determined.
Key words: model, generalized interindustrial 
economy, different types of activities, optimal tra-
jectories, optimal control.

Постановка проблеми. У моделі міжгалузе-
вих зв’язків (моделі Леонтьєва) припускається, 
що  в  кожній  галузі  маємо  тільки  одну  вироб-
ничу  технологію  (процес  або  вид  діяльності) 
[1,  с.  157–197].  Ослабивши  це  обмеження  і 
припустивши, що кожна  галузь володіє декіль-
кома,  але  скінченим  числом  технологій,  одер-
жимо  модель,  яка  називається  узагальненою 
моделлю Леонтьєва  [1, с. 239–245], тобто уза-
гальненою  моделлю  міжгалузевих  зв’язків  із 
різними  видами  діяльності  (виробничими  тех-
нологіями). 

Тому актуальним як  у  теоретичному,  так  і  в 
практичному плані є дослідження оптимальних 
динамічних систем з узагальненими міжгалузе-
вими зв’язками за різних видів діяльності. Крім 
того,  галузь  або  декілька  галузей  не  інвесту-
ють  інші  галузі  на  рівні  великих  концернів  або  
держави.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Сьогодні  дослідження  оптимальних  динамічних 
систем проводиться у двох напрямах.

До  першого напряму  належать  роботи  [2;  3] 
та ін., у яких для дослідження оптимальних дина-

мічних систем використовуються необхідні умови 
оптимальності – принцип Понтрягіна. 

До  другого напряму  належать  роботи  [4;  5] 
та  ін.,  у яких для дослідження використовуються 
достатні умови оптимальності.

У  цій  статті  для  дослідження  оптимальної 
динамічної системи з узагальненим міжгалузевим 
зв’язком  за  різних  видів  діяльності  використову-
ються достатні умови оптимальності.

Постановка завдання. Мета статті – запропо-
нувати модель оптимального розвитку узагальне-
ної  динамічної  міжгалузевої  економіки  з  різними 
видами діяльності й провести її дослідження.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Економіко-математична модель
Сформулюємо припущення для побудови еко-

номіко-математичної моделі.
Припущення 1. Будемо вважати, що в економіці 

випускається m  видів продукції. Позначимо через 
A aij

l= ( )( )   узагальнену  матрицю  прямих  затрат 
(узагальнена  матриця  Леонтьєва  –  технологічна 
матриця),  l j= ( )1,ν   (ν j( )  –  кількість виробничих 
технологій  у  відповідній  галузі),  i j m, ,= 1   та  d  – 
вектор коефіцієнтів затрат живої праці
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( ′ ) – операція транспонування матриці.
Матриця  коефіцієнтів  випуску  одержується  з 

одиничної матриці шляхом її розширення:
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Позначимо  вектор  обсягу  проміжної  продукції 
(рівень  діяльності)  через  X ,  а  вектор  кінцевого 
попиту (випуску) через Y :
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Кожна галузь вибирає з числа доступних їй тех-
нологій  одну  визначену  технологію,  тобто  визна-
чається із нерівностей:

E A X t Y t−( ) ( ) ≥ ( ) ,
X t t t T( ) ≥ ∈[ ]0 0, ,

або в покомпонетній формі:

X t a X t Y ti
j

ij
l

j
l

i
l

v j

j

m

j

v i

( ) ( )− ≥ ( )( ) ( )

=

( )

==

( )

∑∑∑
111

, 

X ti
j( ) ( ) ≥ 0 ,  j v i= ( )1, , ,  i m= 1, .

Припущення 2.  Зауважимо, що,  крім  внутріш-
ніх  ресурсів,  які  є  звичайними  продуктами,  існу-
ють  і  ще  зовнішні  ресурси  та  ті,  максимальний 
обсяг  яких  обмежений,  тобто  так  звані  обмежені 
чинники  виробництва.  Реалістично  вважати,  що 
рівень діяльності обмежений не тільки працею, а 
й  залежно від вибору часового  терміну виробни-
цтва основними фондами, головними елементами 
яких є виробничі споруди і станки, а також земля 
та  багато  інших  важливих  ресурсів.  Обмеження 
рівня  діяльності  можна  виразити  у  вигляді  сис-
теми нерівностей типу « ≤ ». Якщо позначити обсяг 
ресурсу  i ,  який  необхідний  для  випуску  одиниці 
продукції кожного процесу в галузі  j  як

γ ij
l( ) , де  l v i= ( )1, ,  i m= 1, ,  j m= 1, ,

а наявні обсяги ресурсів  j  як
γ i , де  i m= 1, ,

(1)

то реально досягнутий обсяг випуску повинен 
відповідати такій умові (нерівності):

ΓΧ( )t ≤ γ ,  t t T∈[ ]0, ,
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галузь галузь галузь m

v v

1 2

1 1
1

1 1

1

1 2
1

1 2

2

Γ =

( ) ( )( ) ( ) ( )(γ γ γ γ, , , ,… … )) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
� …

… … �

γ γ

γ γ γ γ
1
1

1

2 1
1

2 1

1

2 2
1

2 2

2

, ,

, , , ,

m m

v m

v v γγ γ

γ γ γ γ

2
1

2

1
1

1

1

2
1

2

2

, ,

, , , ,

m m

v m

m m

v

m m

v

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )(

…
� � � �

… … )) ( ) ( )( )



















� …γ γm m m m

v m

, ,
1

,

γ

γ
γ

γ

=



















1

2



m

або в компонентній формі:

γ γij
l

l

v j
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m

j
l

it( )

=

( )

=

( )∑∑ ( ) ≤
11

Χ ,  i m= 1, ,  t t T∈[ ]0, .     (2)

Припущення 3. Рівень діяльності  Χ i
j( ) є макро-

виробничою функцією  F K Li
j

i
j

i
j( ) ( ) ( )( ),   капіталу  Ki

j( )  

та робочої сили  Li
j( ) ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1,   із власти-

востями:  двічі  неперервно-диференційованими 
на  декартовому  добутку  K Li

j
i
j( ) ( )≥{ }× ≥{ }0 0 ,  

монотонно  зростаючими  за  кожним  з  аргументів 
[6, с. 6–14], тобто:

Χ i
j

i
j

i
j

i
jt F K L t( ) ( ) ( ) ( )( ) = ( )( ), , 

j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, ,  t t T∈[ ]0, .

Припущення 4.  На  робочі  сили  накладаються 
обмеження:

L t Qj
i

j

v i

i

m
( )

==
( ) ≤∑∑

11

( )

,  Lj
i( ) ≥ 0 ,  t t T∈[ ]0, .        (4)

Припущення 5. Динаміка руху капіталу відбува-
ється за таким законом:

K t K I ti
j

i
j

i
j

i
( ) ( ) ( )( ) = − + ( )µ ,

 t t T∈[ ]0, ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, , 

де K t dK dti
j

i
j( ) ( ) ≡ ( )  – приріст капіталу(прибуток);

µi
j( ) ∈ ( )0 1;  – норма амортизації капіталу;

Ii  – валові інвестиції.
Припущення 6.  Здається  початковий  стан 

капіталу:
K t Ki

j
i
j( ) ( )( ) =0 0 ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, .           (6)

Припущення 7.  На  кінцевий  стан  капіталу 
накладається обмеження:

K T Ki
j

iT
j( ) ( )( ) ≥ ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, .           (7)

Припущення 8.  Кінцевий  попит  Yi   дорівнює 
сумі  невиробничого  споживання  Ci   та  валових 

(3)

(5)
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інвестицій  Ii , на споживання накладається обме-
ження, тобто: 

Y t C t I ti i i( ) = ( ) + ( ) ,                     (8)

C t C consti i( ) ≥ ≡( )min ,  i m= 1, ,  t t T∈[ ]0, .     (9)
Припущення 9. За критерій мети візьмемо міні-

мізацію  середнього  (інтегрального)  обсягу  живої 
праці на часовому відрізку  t T0,[ ] :
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11
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.            (10)

У математичному плані модель (1)–(10) є зада-
чею  оптимального  керування,  де  керуваннями 
виступають  споживання  Ci ,  валові  інвестиції  Ii , 
жива праця  Li

j( ) , рівень діяльності Χ i
j( )  та кінцевий 

попит Yi ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, , а фразовою траєкто-
рією – капітал Ki

j( ) ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, .
Дослідження математичної моделі
Дослідження  моделі  (1)–(10)  проведемо  з 

достатніх умов оптимальності [6, c. 15–16], за якими 
треба оптимізувати дві функції багатьох змінних: 
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де V t K,( )  – шукана неперервно-диференційо-
вана функція один раз по  t t T∈[ ]0,  та двічі по Ki

j( )

( ≥ 0 ).
Невідому функцію V  будемо шукати у вигляді: 
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Підставимо (12) в (10) і (11), отримаємо:
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А із задачі оптимізації (11) маємо:

K T Ki
j

iT
j( ) ( )( ) = ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, .

До задачі оптимізації допишемо обмеження (1), 
(2) за (3) та (6), (7), (8) і (9):
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,  I ti ( ) ≥ 0 , C t Ci i( ) ≥ ( )min ,  L ti
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K t Ki
j

i
j( ) ( )( ) =0 0
, K T Ki

j
iT
j( ) ( )( ) ≥ ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, .

(14)

Отримали  задачу  опуклого  програмування 
(13)–(14),  яка  за  теоремою  Куна-Таккера  без 

обмеженьK T Ki
j

iT
j( ) ( )( ) ≥ ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1,   має 

розв’язок [7, с. 195–199]. За врахування обмежень 

K T Ki
j

iT
j( ) ( )( ) ≥ ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1,   задача  опуклого 

програмування  (13)–(14) може не мати розв’язку. 
Це означає, що кінцеві стани капіталів недосяжні. 
У цьому разі необхідно послабити умови на вхідну 
інформацію задачі (1)–(10).

Нехай  задача  опуклого  програмування  (13)–
(14)  має  розв’язок  –  оптимальні  керування  за 
валовими інвестиціями  Iоп , за споживанням Соп  та 
за робочою силою Lоп , які можна визначити одним 
із  числових методів  розв’язування  задач  неліній-
ного програмування [8]. 

Оптимальні керування за рівнем діяльності та 
за  кінцевим  попитом  обчислюються  за  форму-
лами:

X t F K t L ti oп
j

i
j

i оп
j

i оп
j( ) ( ) ( ) ( )( ) = ( ) ( )( ), ,

Y t C t I ti оп i оп i оп( ) = ( ) + ( ) ,  j i= 1, ( )ν ,  i m= 1, .

Відповідні  оптимальні  траєкторії  за  капіта-
лами K tj оп

iν ( )( ) ( )  обчислюється методом Рунге-Кутти 
[9, c. 167–181] з початкової задачі (1)–(2) за  I Ii i оп= .

Таким  чином,  визначили  оптимальний  про-
цес  K tоп ( ){ ,  I tоп ( ),  C tоп ( ),  L tоп ( ),  Χоп t( ),  Y tоп ( ),  

t t T∈[ ]}0, .
Зауваження 1.  Вищеописана  методика  спра-

ведлива  для  критерія  мети  за  досконалої  конку-
ренції:

pY t I t dti i i
i

m

t

T

( ) − ( )  →
=
∑∫

1
0

 max ,

де  pi  – ціна  i-ої продукції кінцевого попиту Yi .
Зауваження 2. Вищеописана  методика  має 

місце для міжгалузевої економіки в умовах міжга-
лузевого інвестування галузей, тобто за перестав-
лення кінцевого попиту Yi  виглядом: 

Y t
I t C t i r

C t i r m
i

ij j i
j

m

i

( ) =
( ) + ( ) =

( ) = +









=
∑γ , , ,

, , ,

1

1

1

де  r   –  кількість  фондоутворюючих  галузей  – 
галузей, які інвестують інші галузі;

m r−  – кількість нефондоутворюючих галузей;

γ ij ,  j m= 1, ,  i r= 1,   –  коефіцієнти  міжгалу-

зевого  інвестування  галузей,  γ ij
i

r

=
=
∑ 1

1

  для  всіх 

j m= 1, ,  γ ij = 0  для всіх  i r m= + 1, .
Висновки з проведеного дослідження. 

Запропоновано та проведено дослідження моделі 
оптимального розвитку узагальненої міжгалузевої 
економіки з різними видами діяльності.
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OPTIMAL GROWTH MODELLING OF THE GENERALIZED DYNAMIC  
INTERINDUSTRY ECONOMICS WITH VARIOUS KINDS OF ACTIVITY

The input-output model (Leontief model) has some assumption. It is assumed that there is only one produc-
tion technology (process or type of activity) in each industry. If these restrictions drop and make an assumption 
that each branch has several (but a finite number of technologies), we get a model that is called a generalized 
model of Leontief, i.e., a generalized model of inter-branch relationships with different types of activities (pro-
duction technologies).

Therefore, relevant, both theoretically and in practical terms, is the study of optimal dynamic systems with 
generalized interindustry connections for different types of activities. In addition, the industry or several indus-
tries do not invest in other ones at the level of large corporations or the state.

The study of optimal dynamic systems is carried out in two directions. The first direction includes works, 
in which the necessary optimal conditions are used to study the optimal dynamic systems – the Pontryagin’s 
principle.

The second direction includes works, in which sufficient conditions of optimality are used for research.
The sufficient optimal conditions are used to study the optimal dynamic system with a generalized intersec-

toral connection for various types of activity in this paper.
The model of optimal growth of a generalized dynamic interindustry economics with various kinds of activ-

ity (production technologies) is proposed in the paper. In mathematical terms, the model is the task of optimal 
control. Control in model consists of consumption, gross investment, labour, level of activity, and final demand. 
The model was explored. Optimal control of gross investment, consumption and labour force can be identified 
as one of the numerical methods for solving nonlinear programming tasks. The optimal process is determined.

The proposed method can be used for interindustry economics in conditions of inter-branch investment.


